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        Пусть ( )1≥⊂Ω NR N  ограниченная область с достаточно гладкой 
границей Γ . В области ( )TQ ,0×Ω=  рассмотрим следующее полули-
нейное гиперболическое уравнение:  
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где 0>p  и нелинейный оператор F  действует из пространства  
[ ]( )( )TC ,0; 0ΩΜ  в [ ]( )( )TC ,0; 0ΩΜ . Здесь [ ]( )( )TC ,0; 0ΩΜ  есть пространство 

измеримых  функций, действующих из Ω  в [ ]( )TC ,00 . Предполагается, 
что F  является запоминающим оператором (см. [1]), который действует в 
каждой точке Ω∈x  независимо, то есть ( )( )[ ]( )txu ⋅,F  зависит от  
( )[ ]txu ,0,⋅  и не зависит от ( )[ ]tyu ,0,⋅  для xy ≠ .  
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 Пусть оператор F  удовлетворяет следующим условиям: 
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 Пусть ( ) ( )Ω∩Ω= +22
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          Определение. Функция ( ) ( )( )Ω∩∈ 212 ;,0;,0 LTHVTLu   такая, 

что ( ) ( )QLu 2∈F  и удовлетворяющая для любого  

( ) ( )( )Ω∩∈ 212 ;,0;,0 LTHVTLυ    ( ( ) 0, =⋅ Tυ   п. в. в )Ω  равенству  
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называется решением задачи (1)-(3). 
 Из определения решения следует, что  

    ( )[ ] fuuuuu
tt

u p =+∆++
∂
∂

+
∂
∂ 2

2

2

F    в  ( )VTD ′′ ;,0 .    (12) 

         Интегрирование по частям в соотношении (11)  дает следующее: 

                 ( )[ ] )0()0(
0 wuuu t +=+ =F  в V ′ ,  ( )1

0 u
t
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(в смысле распределений).   
         В свою очередь из (12) и (13) получается соотношение (11). 
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         Разрешимость задачи (1)-(3), в случае отсутствия запоминающего 
оператора ( )uF , исследована в работах различных авторов (см. напр. [2]). 
Соответствующая задача для параболического уравнения без нелинейно-
го слагаемого  uu p  и  с u∆  исследована в работе [1]. Аналогичные за-
дачи исследованы в работах [5]- [8]. 
          В данной работе доказаны теоремы о существовании  и единствен-
ности решений задачи (1)-(3) (теоремы 1,2). 
          Теорема 1.  Пусть выполняются условия (4)-(10). Тогда задача (1)-
(3) имеет по крайней мере одно решение, для которого имеет место 

( )( ) ( ) ( ) ( ))(;,0,;,0;,0 212,1 Ω∈Ω∈ ∞∞ LTHuVTLLTWu F . (14) 
 Доказательство. Докажем теорему методом дискретизации по пе-
ременному t  (см. [1]). 
          Разобьем отрезок [ ]T,0  точками mnnktn ,...,1,0, ==  на m  час-
тей. Примем следующие обозначения:   
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          Аналогичным образом определяем  ( )⋅,xwm .   
          Рассмотрим задачу 
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Действуя аналогичным образом, как это сделано в работе [1], по-

кажем, что эта задача может быть решена шаг за шагом. Действительно, 
предположим, что Vuu n

mm ∈−12 ,...,  известны для любого { }mn ,...,3∈  и 

рассмотрим задачу определения n
mu . Почти для всякого Ω∈x    ( )⋅,xum  

является аффинной на отрезке ( )[ ]nkkn ,1− ; поэтому ( )[ ]( )nkxum ,F  за-

висит только от ( ) ( )[ ]knkm xu 1,, −−⋅ ,  которое известно, и от ( )xun
m , которое 

должно быть определено. Поэтому 
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 Если не учесть фиксированные индексы nm и , то уравнение (15) 
можем записать в виде: 
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       Согласно (19),  VVZ ′→: является сильно непрерывным операто-
ром. Из (20)  получается, что этот оператор удовлетворяет еще следую-
щему условию: 
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 Отсюда по теореме Брауэра о неподвижной точке (см. [2], гл I, 
раздел 4.3), вытекает, что задача (22) имеет хотя бы одно решение. Ум-
ножая (22) на ju  и используя (23),  получаем, что последовательность { }ju  

равномерно ограничена в V . Тогда на основании слабой компактности 
ограниченных множеств из V , существует такое u  и можно выделить 
такую подпоследовательность  { }ju~ , что uu j →~  слабо в V . 

 Согласно компактному вложению ( )Ω⊂ 2LV  и (19) имеем: 

( ) ( )uu j Ψ→Ψ ˆˆ  сильно в ( )Ω2L . 

 Переходя к пределу в (22) (для jj ~= ) при  ∞→j~ , получаем, что 
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−−+−=−≤

≤




 −∇

+
+





 ∆−∆+

+






 −
+












−







 −

∫∑

∑

∫∑∫∑∑

∑ ∫∑

∫∫

∫∑∫

 (29)        

где постоянная 1C   не зависит от m . Так как (29) верно для любого 
{ }m,...,2,1∈ , то проведя несложные преобразования получим, что  
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( )

2,...,1

1

max,
2

Cu
k
uu

V
n
mmn

L

n
m

n
m ≤
−

=
Ω

−

,                                         (30)       

где постоянная 2C   не зависит от m . 
 Пусть  

( ) ( ),,~ xutxu n
mm =    если  ( ) ;,...,2,1,1 mnnktkn =≤<−   п.в. в Ω  

и определим mm fw ~,~  аналогичным  образом. Тогда из (15) имеем: 

( ) mm
p

mmmm
m fuuuwu

tt
u ~~~~2
2

2

=+∆++
∂
∂

+
∂
∂    в V ′ ,   п.в. на ( )T,0               (31) 

и согласно (30): 

( )( ) ( ) ( ) constuu VTLmVTLLTWm ≤∞∞∞ Ω ;,0;,0;,0
~,2,1 

.    (32) 

  Так как  
                            ( )( ) ( )( ) [ ]( )( )TCLTHLLTH ,0;,0;;,0 021221 Ω⊂Ω=Ω    
(с непрерывным вложением), то согласно (6) и (32) 

[ ]( )( ) [ ]( )( ) ( ) constguLw LTCLmTCLm ≤+≤
ΩΩΩ 20202 ,0;,0; ,   (33) 

и поскольку ϕϕϕ p→  порождает отображение  ( ) ( )Ω→Ω ′+ pp LL 2 , 

11
2

1
=
′

+
+ pp

, то легко проверяется, что  

( )( )Ω∈ ′∞ p
m

p
m LTLuu ;,0~~ .                                            (34) 

         Соотношения (31)-(34) дают: 

                                    .
)(2

constu
QL

mtt
≤                                           (35)   

         Известно, что если D  банахово пространство и [ ):1 +∞∈ρ , то  

( ) ( )( ) ( )DLDLDL
w

′Ω=
′

Ω⊂′Ω ′′
∗ ;;: ρρρ , где 

1−
=′
ρ
ρρ   если 1≠ρ ; ∞=′1 ; 

         кроме того,  если D  рефлексивно или D′  сепарабельно, то   

                     ( ) ( )( )′Ω=′Ω′ DLDL ;: ρρ  (напр., см. [ ]4 , глава I, стр. 14) 
         Используя этот факт для ( )TLD ,01=  и полученные выше оценки,  
заключаем, что существуют  wu,  такие, что после выделения быть может 
под последовательности, при ∞→m  

         uum →        ∗  - слабо в     ( )( ) ( )V;T,0LL;T,0H 21 ∞∩Ω ,          (36) 
            uu~m →        ∗  - слабо в    ( )V;T,0L∞  ,                           (37) 
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        wwm →       ∗  - слабо в     ( )( )T,0L;L2
w

∞Ω∗ ,                    (38) 

  wuwu mm +→+    ∗  - слабо в  ( )( ) ( )V;T,0HT,0L;L 12
w

′∩Ω ∞
∗ ,   (39) 

           ttm uu
tt
→   ∗  -слабо  в ( ).QL2                                      (40) 

Таким образом, переходя к пределу при ∞→m  в  (31), получаем (12); 
легко получается и (13). И это, как мы уже отметили, приводит к (11). 
 Известно (см.[3], глава 4), что для  






∈

2
1,0ε   

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
[ ]( )( )TCL

THHQHVTLLTH

,0;

,0;;,0;,0
02

1121

Ω⊂

⊂Ω⊂⊂∩Ω −∞ εε
 

с непрерывными вложениями (последнее вложение также компактное). 
Поэтому, выделяя быть может подпоследовательность, имеем: 

uum →   равномерно на [ ]T,0 , п.в. в Ω . 
 Тогда согласно (5):  
( ) [ ]( )( )TCMu ,0; 0Ω∈F   и  ( ) ( )uum FF →  равномерно на [ ]T,0 , п.в. в Ω . 

 Так как для почти всех Ω∈x   ( )⋅,xwm  является линейной интер-

поляцией по времени ( ) ( )[ ]( ) ( )mnnkxuxw m
n
m ,...,1,0, == F , имеем 

                               ( )uwm F→   равномерно на [ ]T,0 , п.в. в Ω . 
 Поэтому согласно (38)  ( )uFw =  п.в. в Ω . Из (6) получается, что 

mw  сходится сильно в [ ]( )( )TСL ,0; 02 Ω . 
Так как семейство непрерывных, частично линейных функций яв-

ляется плотным в ( )TW ,01,1 , то из (8) получается, что для любого 

( )





Ω∈ TWM ,01,1;υ  

             ( ) ( )( )TWM ,0; 1,1Ω∈υF   и  ( )
dt
dL

dt
d υυ 1≤F   п.в. в Q .         (41)                   

С другой стороны, ( )( ) ( )( )THLLTHu ,0;;,0 1221 Ω=Ω∈ , поэтому 
( ) ( )( ).;,0 21 Ω∈ LTHuF  

Теорема 1 доказана. 
Теперь докажем теорему о единственности решений задачи (1)-(3). 
Теорема 2. Пусть выполняются условия  теоремы 1 , 

                  
2

2
−

≤
N

p ,     3≥N                                   (42)             

и для ( )( )TWMu ,0;, 1,1Ω∈∀ υ  
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                            ( ) ( )[ ] ( )υυ −
∂
∂

≤−
∂
∂ u

t
LFuF

t 2  .               (43)                              

           Тогда решение  задачи (1)-(3) единственно.                        
           Доказательство. Пусть 1u  и 2u  два решения задачи (1)-(3).Тогда 
для разности 21 uu −=θ  имеем: 

   ( ) ( )[ ] ,02211
2

21 =−+∆+−++ uuuuuFuF pp
tttt θθθ         (44)   

   0,0 =∆= ГГ θθ              (45)  

,0,0 00 == == ttt θθ                 (46)       

   ( ),;,0 VTL∞∈θ                       (47)      

   ( )( ).;,0 2 Ω∈ ∞ LTLtθ                                                          (48)        
      Докажем, что 0=θ . Для этого используем классическую процедуру, 
применяемую в теории линейных гиперболических уравнений (см.[ ]2 , 
стр.28). 
       Пусть ] [Ts ,0∈ . Положим  

       ( ) ( )







>

≤−
= ∫

,,0

;,

st

std
t

s

t
σσθ

ψ          ( ) ( )∫=
t

dt
0

1 σσθθ . 

       Отсюда ясно, что при st ≤  
       ( ) ( ) ( )stt 11 θθψ −= . 
       Возьмем скалярное произведение обеих частей равенства (44) с ( )tψ ; 
тогда получим  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )

( )∫

∫ ∫∫ ∫

−=

=−+∆∆++−

s pp

s s

t

s s

ttt

dtuuuu

dtuFuFdtdtdt

0
2211

0 0
21

0 0

,

,,,,

ψ

ψψθψθψθ
,  

а поскольку  ( ) ( )st 10, θψθψ −== , имеем 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( )

( )∫

∫ ∫

−=

=−+∆−−−
ΩΩΩ

s pp

s s

tLLL

dtuuuu

dtuFuFsdts

0
2211

0 0
21

2
1

22

,

,
2
1

2
1

222

ψ

ψθθθ
.   (49)                                                           

        Ясно, что при условии (42) выполняется неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ ΩΩΩ
∆++∆≤−

s

LLL

s pp dtcsdtuuuu
0

2
1

22
1

0
2211 222

4
1, θθθψ . 
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        Учитывая это неравенство и условие (43) в (49), получаем 

                    
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )∫

∫

ΩΩΩ

ΩΩΩ

∆++∆≤

≤++∆+

s

LLL

s

LLL

dtcs

dtLss

0

2
1

22
1

0

2
2

2
1

2

222

222

4
1

1
2
1

2
1

θθθ

θθθ
 

или 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ΩΩΩΩ
∆+≤∆+

s

LLLL dtcss
0

2
1

22
1

2
2222 θθθθ , 

откуда 0=θ . 
        Теорема 2 доказана. 
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YADDAŞ OPERATORU DAXİL OLAN DÖRDTƏRTİBLİ HİPERBOLİK  
TƏNLİK ÜÇÜN BAŞLANĞIC-SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 

 
S.E.İSAYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
Bu işdə yaddaş operatoru daxilolan dördtərtibli yarımxətti hiperbolik tənlik üçün 

başlanğıc-sərhəd məsələsinə baxılıb. Həmin məsələ üçün həllin varlığı və yeganəliyi isbat 
olunub. 

 
Açar sözlər: histerezis, yaddaş operatoru, yarımxətti hiperbolik tənlik, məhdud uducu 

çoxluq, minimal qlobal attraktor 
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THE INITIAL-BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ONE FOURTH  
ORDER HYPERBOLIC EQUATION WITH MEMORY OPERATOR 

 
S.E.ISAYEVA 

 
SUMMARY 

 
In this work we consider the initial-boundary value problem for one semilinear hyper-

bolic equation with memory operator. We prove the existence and uniqueness of the solutions 
for this problem. 

 
Key words: hysteresis, memory operator, semilinear hyperbolic equation, a bounded 

absorbing set, a minimal global attractor 
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